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 مرجع:  ال 
" Mathematical Technique ", D .W. Jordan & P. Smith, Oxford 

University Press, 2002.                                               " 

 أو الطبعات الأحدث.
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  Matrix algebraجبر المصفوفات

 

 تعرٌف المصفوفة وترمٌزها:

نستخدم وتعرّف المصفوفة على أنها تشكٌلة من الرموز تخضع لعملٌات جبرٌة معٌنة ،      

 عادة حروفاً كبٌرة للإشارة إلٌها.

 مثال:

  [
   
     
   

] 

 .columnsو ثلاثة أعمدة  rowsوهً مصفوفة ذات ثلاثة أسطر 

 أو مداخل المصفوفة.،  elementsتسمى مكوناتها عناصر 

 .   هً   المصفوفة  orderمرتبة 

 .عموداً   سطراً و   تحوي     من المرتبة   التً المصفوفة

 المصفوفة على النحو التالً: موماً تكتبوع 

  *

            

            
                  
        

           
     

+  [   ]         و           

 .  من المصفوفة   والعمود   فً السطر  الواقع إلى العنصر       ٌرمز

 تكتب على النحو التالً:كما ٌمكن أن  

  [                                      ] 

 : ، تكتب على النحو التالًأو ببساطة

  [   ] 

 خاصة:حالات 

  هً عدد ، مثلاً      المصفوفة من المرتبة[  ]     . 

 عمود واحد تسمى شعاعاً  من أو ،المصفوفات  التً تتؤلف إما من سطر واحدvector. 
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]، و  row vector اً سطرٌ اً شعاع تسمى [    ] المصفوفة    ومنه
 
  
 

 اً شعاع [

 .column vector اً عمودٌ

  المصفوفة التً ٌكون فٌها عدد الأعمدة ٌساوي عدد الأسطر تسمى مصفوفة مربعة             

square matrix  عندما ٌكون : ، أي    . 

 . rectangularتسمى مصفوفة مستطٌلة     وإذا كان 

 

  Rules of matrix algebraقواعد جبر المصفوفات:
     

تعود جذورها إلى تمثٌل المعادلات الخطٌة  جبر المصفوفات أنّ قواعدمن المعروف        

 لذلك الآن سنذكرها كقواعد فقط. .والتحوٌلات )التطبٌقات( الخطٌة

 :التساوي.1

ف   ٌكون عندما لهما المرتبة نفسها، أي عندما ٌكون التساوي بٌن مصفوفتٌن فقط ٌعرِّ

 .لتساوٌهما اللازم غٌر الكافًالشرط  . وهذالهما العدد نفسه من الأسطر والأعمدة

 ومنه : . العناصر المتناظرة متساوٌةأن تكون هو والشرط الكافً للتساوي 

 إذا كان لدٌنا:

  *
  
  

+ ]          و        
  
  

] 

 : إذا وفقط إذا كان    فإنّ : 

     و          و         و     

 فإنّ:    مرتبة كل منهما و  [   ]  و  [   ]  إذا كانت  ، وعموماً 

                  

                                      كل من أجل

 مثال : 

 

 عندما:وذلك         المصفوفاتٌة التالٌة:    حل المعادلة     

=[
   
      

] *      و        
   
   

+ A 

 تعرٌف التساوي نجد أن : من 

             و              

 :بالحل المشترك نجد أنو
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 الضرب بثابت:2.

المصفوفة التً ٌكون أنها  على         :المصفوفة نا نعرفثابتاً عددٌاً فإن  إذا كان      

 . بـ      عناصر ضربحاصل  كل عنصر منها هو

 

 مثال:

 إذا كانت:

*      و       
    
   

+ 

 

 فإنّ :

   *
      
    

+ 

 

 على النحو التالً: B كذلك ٌمكن تحلٌل المصفوفة 

  *
     
      

+   *
   
    

+ 

 :  المصفوفة الصفرية3.

    .     على النحو :   وتكتب اً،عناصرها أصفار كل ٌكون وهً المصفوفة التً كل

 

 جمع المصفوفات وطرحها:.4

فإنّ حاصل ،      لهما المرتبة ذاتها  [   ]  و     [   ]  إذا كانت 

 جمعها ٌعرّف:

      [       ] 

 

  مثال:

 إذا كانت: 

  *
   
   

+ *     و   
     
   

+ 

 

         و        و     كل من المصفوفات التالٌة:   أوجد 
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 ملاحظة:

 

 نستنتج من ذلك أنّ جمع المصفوفات تبدٌلً لأنّ:

                  

 ومنه:

        

  طرح المصفوفات :

 على النحو التالً: Bو  Aتٌن نعرف حاصل طرح المصفوف

            

 أو لماذا طرح المصفوفات معرفا؟ً لماذا نستطٌع ذلك؟

 

 مثال:

 كما فً المثال السابق. Bو  A، حٌث           و             أوجد 

 

 التجميعية :الخاصة 

                 

 لماذا صحٌحة هذه الخاصة؟

 

 فإن :كذلك 

             

 رّر ذلك؟ب

 

 : ضرب المصفوفات.5

      إذا كان عدد الأعمدة عرّف فقط ٌ (      ٌكتب بالترتٌب )   و  جداء المصفوفتٌن      

  الضرب غٌر معرف ) موجود (. فإن لكفً خلاف ذو  . ٌساوي عدد أسطر   فً 

الأكثر و. معرفاً     الجداء لٌس من الضروري أن ٌكونفمعرفاً    وإذا كان الجداء 

أي أن  .              :أن ٌكون  لا ٌقتضً بالضرورة   د وإن وجف ،من ذلك

 بالضرورة. ضرب المصفوفات لٌس تبدٌلٌاً 

    أي أنها من المرتبة    ، = A [         ]لنفرض أن  

]  و  

   

   

   

 .   أي أنها من المرتبة  ،      [

 :حاصل الجداء ٌساوي فإنّ 
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   [       
  ] [

   

   

   

]  [                    ] 

 لماذا؟ .   من المرتبة  مصفوفة وهً

 

 لنفرض الآن أنّ :

  [

      

      

      

] *            و               
         

         
+ 

                                                                  

 ؟  =   ٌساوي عدد أسطر  عدد الأعمدة فً       

       مرتبتها                 

    *
         

         
+ [

      

      

      

] 

 [
                                        

                                        
]    

 .   من المرتبة وهً 

 

 مثال : 

 

 إذا كان:

  *
    
    

+ ]            و         
  
   
   

] 

 فإنّ:

   *
   
   

+ 

 مثال :

 .   من المرتبة   و       من المرتبة   و     من المرتبة   إذا كانت 

ما هً مرتبة المصفوفة الناتجة فً   ؟ولماذا التالٌة معرّفة؟المصفوفاتٌة  أي من الجداءات

 ة؟داءات التالٌكل من الج

 

      و         و        و        و           و        

 مثال :

 إذا كانت:

  *
    
     

+ ]       و     
  
  
  

] 
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 ماذا تلاحظ؟ .       و       من:  كلاً  احسب

  

]                و              
     
     
     

] 

 

 ملاحظة:

 .على الرغم من أنّ كلاً منهما لا ٌساوي الصفر     من الممكن أن ٌكون      

 :نستنتج أنهلذلك  

أن   قتضً بالضرورةٌلا فإن ذلك       و             لدٌنا:      إذا كان 

 لماذا؟ مع افتراض أن الضرب معرف. .     

 الإطار العددي ؟  عنذلك  بماذا ٌختلف

 

 

 

 الضرب:خواص 

             الخاصة التوزٌعٌة : 1.

             الخاصة التجمٌعٌة :2.

 .اً الضرب معرّفٌكون بشرط أنّ 

 

 مصفوفات خاصة :

 وأخرى خاصة بالمصفوفات المستطٌلة .هناك خواص خاصة بالمصفوفات المربعة،      

 تعرٌف:

 بعد استبدالمصفوفة هذه المن  نحصل علٌها المصفوفة التً مصفوفة هو  transposeمنقول 

 .   بـ  بالأعمدة. ونرمز له سطرالأو ، سطرالأعمدة بالأ

 فإذا كانت: 

  [

      

      

      

] 

 فإنّ:



9 
 

   *
         

         
+ 

 

 .     من المرتبة    فإن     من المرتبة   إذا كانت لذلك  

 مثال:

 إذا كانت: 

  *
    
    

+ ]            و            
  
  
   

] 

 .  BA    ،       و         و            و       أوجد منقول كل من: 

 .           :     أنّ  تحقق من

 

 

    : خواص المنقول.1

 فإنّ :  و   معرفاً من أجل المصفوفة       و      كل من   إذا كان 

                                   

                         

 

 :المتخالفة –المتناظرة و المصفوفات المتناظرة-2

 :وهذا ٌكافئ أن .      :نها متناظرة إذا كانإ  نقول عن المصفوفة المربعة 

 . [   ]   ، حٌث   Aالمصفوفة  من أجل كل عناصر          

 مثال :

 كان لدٌنا المصفوفة : إذا

                             [
    
   
     

]   

 لماذا؟ .متناظرة  نجد أنها
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متناظرة بالنسبة إلى القطر الرئٌسً  تكون العناصرنلاحظ فً المصفوفة المتناظرة  أن  

leading diagonal  . 

 – skewمتخالفة –نها متناظرة إ      التً فٌها   ونقول عن المصفوفة المربعة 

 symmetric . 

 تمرين:

          متناظرة،  وأن      :أي مصفوفة مربعة ، فإنّ   أنه إذا كانت  أثبت   

 .متخالفة –متناظرة 

 : اعتماداً على التعرٌف.الحل

 

المتخالفة ٌجب أن  –عناصر القطر الرئٌسً فً المصفوفة المتناظرة نلاحظ أن  :ملاحظة

 : هلأنّ  ،تكون أصفاراً 

 كل قٌم جلمن أ          أي أنّ  (، ) تعرٌفاً         ٌكون :عندها  

عندما ) عناصر القطر الرئٌسً (          ومنه         و          

   . 

 .        ومنه                 إذاّ:

 

 لنؤخذ المصفوفة: مثال :

             

                        [
   
     
    

  .متخالفة –متناظرة  نجد أنها  [

 

  Row and column vectorsشعاع سطر وشعاع عمود :.3

 :التالً النحوالشعاع سطر ٌكون على 

  [  
     ] 

 :التالً الشعاع عمود ٌكون على النحوو
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[
 
 
 
  

    
 
  ]

 
 
 

 

 .ًأٌضا والعكس صحٌح ،هو شعاع عمود منقول الشعاع سطرو

  مثال :

 إذا كانت: 

  [
    
    
    

] *           و
 
 
 
+ ]         و      

 
 
  

] 

  بالمعادلة المصفوفاتٌة :الممثلة       و       و    من أجل  الجبرٌة أوجد مجموعة المعادلات    

     . 

 الحل :

[
    
    
    

] *
 
 
 
+  [

 
 
  

] 

 نجد أن : على ٌمٌن المساواة الواقعتٌن بعد ضرب المصفوفتٌنو

[

      
       
       

]  [
 
 
  

] 

 ومن تساوي المصفوفتٌن نجد أن:

         

          

           

 

 Diagonal matrixالمصفوفة القطرية :4.

 تساوي ،القطر الرئٌسً عناصر عدا، ما التً ٌكون جمٌع عناصرها المربعة المصفوفة      

، فإنها      مصفوفة من المرتبة   [   ]  أي إذا كانت  .أصفاراً تسمى مصفوفة قطرٌة

 .   من أجل كل       قطرٌة إذا كان 
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 المصفوفة القطرٌةلنؤخذ  :مثال 

  [
   
   
   

] 

 من الواضح أنها متناظرة .

 كل منهما قطرٌة.    و    قطرٌتٌن من المرتبة ذاتها ، فإنّ      و    إذا كانت 

 تحقق من ذلك ؟ 

  

  Identity matrixة )الحيادية (:المصفوفة المحايد5.

تسمى محاٌدة أو حٌادٌة  1تساوي   رئٌسًال رالمصفوفة القطرٌة التً فٌها كل عناصر القط     

unit matrix. 

 من الشكل :   هً أي

   [
   
   
   

] 

 ومنه :

    [

         

         

         

] [
   
   
   

]        ،    

      

 قطرٌة: بشرط أن ٌكون الضرب معرفاً ، فإنّ   لٌس من الضروري أن تكون 

 من أجل المصفوفة الحٌادٌة المناسبة فً كل حالة .                   

*
         

         
+ [

   
   
   

]  *
         

         
+ 

      

 

    Powers of matrixقوى المصفوفات :6.

 فإننا نعرّف:    مربعة من المرتبة مصفوفة   إذا كانت      

           و  و            و     
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 مصفوفة مربعة؟  لماذا نشترط أن تكون 

 مثال :

 إذا كانت :

  *
   
  

+ 

 فإنّ:

   *
   
  

+ *
   
  

+  *
   
   

+ 

   *
   
   

+ *
   
  

+  *
  
   

+ 

           

 قطرٌة:  إذا كانت 

  [

    
    
    

] 

 فإنّ : 

    *

  
   

   
  

    
 

+ *        و     

  
   

   
  

    
 

+ 

   فإن:     وعلى نحو خاص
 . من أجل كل الأعداد الصحٌحة الموجبة        

 

  The inverse matrix: فة المقلوب () المصفو  مقلوب مصفوفة

 

 وكانا ٌحققان :        مصفوفتٌن قطرٌتٌن ، مرتبتهما     و    إذا كانت 

         

  هو وحٌد .و.      مقلوب  A  ، أو إن   نها مقلوبإ  نقول عن 

 .       : كذلك فإن .      ، ولٌس        ك على النحو:ذل ونكتب

، اً موجود  المقلوب لـ كان و ،        :المصفوفات الثلاث التالٌة بحٌث أن  لدٌنا إذا كانو

 .         حٌث،   وأن نجد   ،المعادلةهذه ٌمكن أن نحل  فإنه
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 وهل هو موجود دوما ً؟كيف نجد المقلوب ؟ 

     

 المصفوفاتٌة:  ولننظر إلى المعادلة     من المرتبة  حالة مصفوفة أولاً  لندرس 

                                                   ، 

 حٌث: 

  *
      

      
+ *         و 

  

  
+ ]          و

  

  
] 

 ومنه  : 

*
      

      
+ *

  

  
+  [

  

  
] 

 :نجد أن  أو ) بعد ضرب المصفوفتٌن، ثم التساوي (

                            و                       

 :نجد أن  بالحل المشترك

،   
           

             
        و          

            

             
 

 على شكل مصفوفة :  * ةالمعادل حل لنعبر الآن عن 

  *
  

  
+  

 

             
[
           

            
] 

 
 

    
*
       

       
+ [

  

  
]     

 حٌث:

  
 

    
*
       

       
+                         و         

 نجد أنّ : بافتراض أنه موجود،  ,    بـ         إذا ضربنا و

                  . 

 ة:ٌعطى بالعلاق  Aوفة مقلوب المصفن . أي أ      ومنه :

      
 

    
*
       

       
+ 
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  قاعدة:

 

 .    من المرتبة   إيجاد مقلوب مصفوفة

،  ببعضهما ل عنصري القطروذلك بتبدٌ،    إٌجاد مقلوب  ٌمكنفإنه  ،        إذا كان 

 .     نقسم على  . وأخٌراً العنصرٌن الآخرٌننغٌر إشارة ثم 

 .  A  determinant ( محدد ) Aمعٌن                       :نسمً العدد

 ٌكتب على النحو :و

        *
      

      
+ |        أو     

      

      
| 

 

 مصفوفة .ة ، وهو عدد ولٌس ٌنالمع لمصفوفةل تابعالمعٌن هو  نلاحظ أن

 . Singularنها شاذة عندها إ نقولولٌس لها مقلوب ،  فإنه        إذا كان 

 . non-singularوفً خلاف ذلك نقول إنها غٌر شاذة 

  مثال:

 أوجد مقلوبها إن لم تكن شاذة . ثم لا، م شاذة أ  بٌن فٌما إذا كانت 

  *
  
   

+ 

 الحل :   

            *
  
   

+  لٌست شاذة .           

    
 

 
*
   
  

+ 

 

 

 مثال :

 إذا كانت: 

  *
  
    

+ *           و
  
   

+ 
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 .        و          و      أوجد 

 الحل :

            و        

 ومنه:

    
 

 
*
   
   

+             و  
 

 
*
    
   

+ 

   *
  
    

+ *
  
   

+  *
   
   

+ 

            

        
 

  
*
   
   

+ 

 نلاحظ أنّ:

        
 

  
*
    
   

+ *
   
  

+   
 

  
*
   
   

+         

              

 ملاحظة:

 ستدرس فً فصل قادم .     من المرتبة إٌجاد مقلوب المصفوفة
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 Determinantsالمعينات 

 

 إذا كانت:

  *
      

      
+ 

 :لى النحو التالًٌعرف ع A معٌن المصفوفة  فإنّ 

     |
      

      
|                

 .    لمعٌن | |أحٌاناً ٌستخدم الرمز 

 إذا كانت:

  [

         

         

         

] 

 فإن معٌنها ٌعرف على النحو التالً:

     |

         

         

         

|     |
      

      
|     |

      

      
|

    |
      

      
| 

 ، أي:     وٌسمى الحد المرتبط بـ  ، " المنشور بالنسبة للسطر الأول" ٌسمى هذا 

     |
      

      
| 

بحذف   ونحصل على العامل المرافق لعنصر ما من  .    لـ   cofactorالعامل المرافق 

 (.   المصفوفة  السطر والعمود الواقع فٌهما هذا العنصر ، ونكتب معٌن العناصر المتبقٌة )

 هما :    و     كل من :العامل المرافق لـو

     |
      

      
| |          و 

      

      
| 

 : السطر الثانً والثالث وبالطرٌقة نفسها نعرّف العوامل المرافقة لعناصر

 . وتكون إشارات العوامل المرافقة على النحو التالً:   ،    ،   ،       ،    ،    

|
   
   
   

| 
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فردي ، وٌعبّر عنه على     إذا كان  -زوجً ، و    هً + إذا كان     الإشارة لـ أي أن 

 .         التالً:  النحو

 

 مثال : 

 إذا كانت:

  [
   
    
   

] 

      و     و     :ثم أوجد العوامل المرافقة. بنشره بالنسبة إلى السطر الأول      أوجد 

 بالنسبة للسطر الثالث.     و     و      :ثم أوجد .الثانًلسطر العناصر 

 

 الحل :

       |
   
  

|    |
   
  

|   |
  
  

| 

     |
  
  

 | |         و
  
  

| |       و
  
  

| 

    |
  
   

| |       و
  
   

| |        و
  
  

| 

 مثال :

 احسب المعٌن: 

     |
   
    
   

| 

 .0التً تجعل المعٌن =   ثم أحسب قٌمة 

  

 :خواص المعينات

ٌمكن تعمٌمها بسهولة  هذه الخواصو.     حالة المرتبة  خواص المعٌنات فً سندرس      

 .من ذلك إلى مرتبة أكبر

1-            
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      |

         

         

         

|           

 مثال :

 أحسب:

      |
   
    
    

| |       ثم         
   
   
    

| 

 تلاحظ؟ ماذا

 

ضربت كل عناصره  إذا أي )   بالعدد   من مصفوفة  ( أو سطر) إذا ضرب أي عمود  -2

 .        ٌساوي فإنّ معٌن هذه المصفوفة   ،(   بـ 

 تختلف عن ضرب المصفوفة بثابت عددي .الخاصة لاحظ أن هذه 

من  وعمود ٌظهر فً أي حدوهذه القاعدة واضحة ، نظراً إلى أنّ عنصراً واحداً من كل سطر 

 .حدود نشر المعٌن

|

         

            

         

|             

فإنّ  ( 0إذا كانت كل عناصر أي سطر أو عمود =  ) أي فً هذه النتٌجة    لو كانت 

فإنه أنّ المعٌن الذي أحد أسطره أو أعمدته أصفاراً نستنتج من ذلك  .0ون = معٌن ٌجب أن ٌكال

 ٌساوي الصفر.

 : مثال

 المعٌن:أحسب 

  |
     
     
    

| 

 ومنه: .11منه ٌحوي عاملاً مشتركا ً  العمود الثانًنلاحظ أن 

     |
    
    
   

| 

    (     |
   
  

|    |
   
  

|   |
  
  

|) 
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             :فإنّ ،   A( بآخرمن  أو عمود)  باستبدال سطر  نحصل علٌها من    المصفوفة ذا كانتإ -3

           . 

 لنفرض أنّ:

  |

         

         

         

| |      و    

         

         

         

| 

 

 وذلك باستبدال السطر الأول مع السطر الثالث.

 :  نجد أن بعد النشر هفإنّ 

               

  تمرٌن :

 المعٌن التالً:احسب 

  |

                        
           
             
            

| 

 الحل :

   |

                        
           
             
            

|    |
   
    
    

|    |
     
   
   

|

    |
   
     
   

|     |
    
  

| 

 .3القاعدة من و              :  أن بالاستفادة منوذلك 

 

   النشر بالنسبة إلى أي سطر أو عمود: - 4

  إذا كان لدٌنا المصفوفة التالٌة :

   [

         

         

         

] 
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 ننشر معٌن المصفوفة بالنسبة إلى السطر الأول:ل

det A                                           

                    

                                      

                    

    |
      

      
|     |

      

      
|     |

      

      
| 

 الثالث. بالنسبة للسطر وهذا ٌساوي نشر المعٌن

 :النتيجة 

 .بالنسبة إلى أي سطر أو عمود المعٌن هو ذاته  ٌمكن بٌان أنّ نشرأي أنه  

 مثال : 

 ، حٌث:     أوجد 

   |

                            
             
              
               

| det 

 ٌحوي ثلاثة أصفار ننشر بالنسبة إلٌهنظراً إلى أنّ العمود الثالث 

       |
   
   
    

| 

 :الثانً  ننشر بالنسبة إلى السطر

  (   |
  
   

|    |
  
  

|)     

 

 .       فإن    من  انأوعمود انسطرإذا تساوى  -5

 .3وهً نتٌجة مباشرة للقاعدة 

فإنّ المعٌن ٌبدو نفسه ،  ،ببعضهما نٌالعمودٌن ( المتساوٌأو  إذا استبدلنا السطرٌن ) وذلك لأنه

ومنه .               فإن :  ومن ثم.  3من الخاصة       مع أنّ قٌمته تساوي 

 . بصفروفق خاصة الضرب        

( متناسبة ، فإنّ قٌمة  أو عمودٌن) ونتٌجة من القاعدة الثانٌة نجد أنه إذا كانت عناصر سطرٌن 

 لماذا؟ .0المعٌن= 
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 مثال:

 قٌمة المعٌن:احسب 

|
      
    
    

|    |
    
    
    

|    

 .2القاعدة  بالاستفادة منوذلك 

 

 حدودمن المكونة من مجموع فً معٌن  أو الأعمدة (  عناصر أحد الأسطر ) تإذا كان -6

 حاصل جمع فإنّ هذا المعٌن ٌساوي،  على ٌسار المساواة ( الواقع ) كما فً المعٌن

 . على ٌمٌن المساواة المعٌنات

|
          

    
    

 

   |  |
    

 

   |  |
    

 

   |  |
    

 

   | 

 بنشر الطرفٌن .ٌمكن التحقق من ذلك 

 

( العناصر المقابلة  أو أعمدته إذا أضفنا إلى عناصر أحد أسطره ) لا تتغٌر قٌمة معٌن -7

 .ام( مضروبة بعدد  أو عمود آخر ) لها فً سطر

 .         على ذلك النحو فإنّ :  حصلنا علٌها من   مصفوفة الأي إذا كانت 

قٌمة لٌس لها تؤثٌر على ( الأعمدة  و) أأي أنّ أي عدد من هذا النوع من العملٌات على الأسطر 

     . 

 على النحو التالً:  det  من حصلنا علٌه   det  لنفرض أنّ 

     |

         

         

                        

| 

 

 أي أن قيمة المعين لم تتغير.

 فإنّ :نفسها من المرتبة  مربعتينمصفوفتٌن   و   إذا كانت  -8

               

 

 


